HKBL TD 7 : Analyse réelle 2024-2025

* *
Exercice 1

Résoudre le systeme suivant :

[
o w

Tty
In(x) + In(y)
*
Exercice 2

On considére la fonction f : x — xe™* définie sur [0, +oo].
1) Etudier les variations de f sur [0, +o0]
2) Déterminer la limite de f(x) lorsque z tend vers +oo

3) Calculer I’équation de la tangente & la courbe de f en x =0 et en z =1

On rappelle que lorsque f est une fonction dérivable, I’équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse
a est

y=f'(a)(z —a)+ f(a)
4) Représenter la courbe représentative de f dans un repére, en faisant apparaitre les tangentes aux points d’abscisse
0et 1.

*
Exercice 3

Déterminer 'ensemble de définition des fonctions suivantes :

3z +1 1
1 : : Ny
) x'_)2x+5 8) Jrae 2 +1
2 -3z +2
2) f:x—In (sc—i-7> 4) f: 2+ tan(exp(z?))

*
Exercice 4

Pour chacune des fonctions suivantes
e Déterminer I’ensemble de définition
o Etudier les limites aux bornes de 'ensemble de définition et préciser les équations des asymptotes éventuelles.

o Etudier les variations

1) filx)=(x+2)e™* 4) fi(z) =In(2 + sinx)
2) fo(x) =In(z +1) — 22 5) f5(x) = In(cos? x)
3) f3(z)=+Ver—1—x 6) fo(zr) =+tanzx

*

Exercice 5

Etudier Pexistence d’asymptotes horizontales pour les fonctions suivantes :

T 19 2 2z
1) fi(z) = ee;:; 4) fa(z) = %
2 1o 2)100
2) fz(x)_h;a_j% 5) fsz(nj;
2 1 T
3 fole) = ) Jo= YO

*
Exercice 6

Soit 0 < a < b deux réels fixés. On considere la fonction f définie pour tout x € R par

flzx)=vVz+b—+vzr+a
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b—a
N vr+a+vVr+b

2) En déduire la limite de f(z) lorsque x tend vers +oc.

1) Montrer que f(z)

* *
Exercice 7

Soit n,m € N* deux entiers et soit f la fonction définie par

" =1
vz €]1, , =
v el bool, fla)= 22
. " — "= 1
1) Montrer que lim =n et lim =m
rx—1 1 — x—1 I —
2) En déduire la limite de f(z) lorsque x tend vers 1.
*
Exercice 8
Soit f la fonction définie sur [0, 1] par
e—8;c
Vo € [0,1], =
peIL fx) =

Dresser le tableau de variations complet (avec limites) de la fonction f.
Représenter la courbe représentative de f dans un repere.

* %
Exercice 9

Soit f la fonction définie par :
fR—R

e /7 iz >0
IH%{ 0 siz<0

1) Montrer que f est continue sur R
2) Etudier les asymptotes de f et représenter sa courbe représentative dans un repére.

* *
Exercice 10

1
On consideére la fonction f : z —— xsin ()
T

1) Déterminer le domaine de définition de f
2) Montrer que f peut se prolonger par continuité en une fonction ]?continue sur R.

* *
Exercice 11

Soit f la fonction définie par :

fR\ {1} —R
z  —(z—1In(z-1))
Montrer que f peut se prolonger par continuité en une fonction fcontinue sur R.

*
Exercice 12

On consideére la fonction f:z+—— x+Inx
1) Montrer qu’il existe un unique réel a €]0, +-o00 tel que f(a) = 0.

2) Donner un encadrement d’amplitude 1 de «
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*
Exercice 13

1) f est la fonction définie sur [0; +o0[ par :

flx)=ze* -1

a) Déterminer la limite de la fonction f en +oo et étudier ses variations.
b) Démontrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a dans l'intervalle [0; +o00]

c¢) Déterminer le signe de f(x) suivant la valeur de z

2) g est la fonction définie sur [0; +oo[ par :
g(x) = (z —1)(e" —1)
a) Déterminer la limite de la fonction g en +o00 et étudier le sens de variation de g
(o —1)°
b) Montrer que g(«) = R

*
Exercice 14

Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction continue. Montrer que f admet un point fixe, c’est & dire qu’il existe un réel € [0, 1]
tel que f(z) = x.

*
Exercice 15

Soit f la fonction définie sur R par f(z) =

1422
1
1) Montrer que I'équation f(z) = 3 admet exactement deux solutions dans R. On note z; et x2 ces solutions.

2) Montrer que x1 = —z3 et que |z1| < 1.

*
Exercice 16

Soit k € R. Déterminer en fonction de la valeur de k le nombre de solutions de I’équation 2% — 23 = k.

* %
Exercice 17

Montrer que 1’équation cos(z) = e~*" admet une infinité de solutions.

* *
Exercice 18

Pour tout n € N, on note f,, la fonction définie sur [0,1] par f,(z) =z" + 2 —1
1) Montrer que pour tout n € N, il existe un unique réel z,, €]0, 1] tel que f,(z,) = 0.
2) Montrer que la suite (z,,) est strictement croissante.
3) En déduire que (x,) converge vers une limite ¢ < 1.
4) On suppose que £ < 1. Etudier la la limite de (f,(x,)) et conclure.

* *
Exercice 19

On admet dans cet exercice que 0,69 <In2 < 0,7.
Partie 1
On consideére lapplication g :]0; +00[— R définie par g(z) = 2% + Inz

1) Montrer que g est continue et strictement croissante sur ]0; +oo[ et déterminer les limites de g en 0 et en +o0o

2) Montrer que 1'équation g(z) = 0 admet une unique solution sur ]0;+occ[. On note « 'unique solution de cette
équation.

1
3) Montrer que 5 <a< 1.

Partie 2
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1 RPN ) : . 4 . 1 2 1
On note I = [5; 1] et on considere Papplication f : I — R définie par f(z) =z — Zx 1 Inz
4) a) Montrer que f est strictement croissante sur [
b) Montrer que § < f (3) < f(1) <1
¢) En déduire que Vz € I, f(x) el
5) On consideére la suite (u,) définie par ug = 1 et pour tout n € N, w,11 = f(uy)

a) Calculer u

)

b) Montrer que Vn € N, u,, € I

¢) Montrer que la suite (u,) est décroissante.
)

d) Montrer que la suite (u,) converge et que sa limite est a.

* x

Soit f : R — R une fonction continue qui admet une limite finie en 400 et en —oo. Montrer que f est bornée sur R.

Exercice 20

*

Soit f la fonction définie sur R par f(x)

)
2)
3)

Exercice 21

1 o3
= TTom
Déterminer f(R)

Montrer que f réalise une bijection de R vers f(R).
Déterminer une expression de f~!(x) en fonction de x.

*

Exercice 22

On consideére les fonctions ch et sh (cosinus et sinus hyperboliques) définies sur R par

Ve e R, chz)= # et sh(z)= elme”
Montrer que Vz € R, ch?(z) —sh®(z) = 1
Etudier la parité de ch et sh
Montrer que Va,b € R, ch(a + b) = ch(a) ch(b) + sh(a)sh(b) et sh(a + b) = ch(a)sh(b) = sh(a) ch(b).
Justifier que ch et sh sont dérivables sur R et montrer que Vz € R, ch’(x) = sh(z) et sh’(x) = ch(z).
Montrer que = — sh(x) est strictement croissante sur R
Etudier les limites de sh(z) en +00 et en —oo et en déduire que sh admet une bijection réciproque.

Déterminer une formule explicite de sh™*(z).

1
Justifier que sh™! est dérivable sur R et montrer que sa dérivée est = > T
T+

*

Exercice 23

Soit P:R —» R,z +— > 1, arz® une fonction polynéme de degré n > 1.
Montrer que P est une fonction paire si et seulement si tous ses coefficients de degrés impairs sont nuls.
Montrer que P est une fonction impaire si et seulement si tous ses coefficients de degrés pairs sont nuls.

* %

Exercice 24

Soit P un polynoéme de degré n > 1.

)
2)

Montrer que si n est impair, alors P admet au moins une racine réelle.

Montrer que si n pair, alors P admet un extremum global.

©N0S
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* X %
Exercice 25

Dans cet exercice, on s’intéresse au probléme suivant : étant donné (ay,as,...,a,) une famille de n réels distincts, et
b1,ba, ..., b, une famille de n réels quelconques, on souhaite déterminer un polynoéme P de degré n—1 tel que Vk € [1,n],
P(ay) = bg (c’est un probléme d’interpolation)).

n

X —
1) Pour tout k € [1,n], on pose Lj = H !
a

J

appelé k-ieme polyndme interpolateur de Lagrange. Montrer
Jj=1
ik

que V(k,4) € [1,n]? on a
1 sii=k
Lr(ai) = { 0 sinon

2) Soit P € R,,_1[X]. Montrer que P =", _, P(ax)Lg.
3) En déduire un polyndéme qui répond au probléme posé.

* *
Exercice 26

1 T
Moutrer que pour tout « > 0, arctan(z) + arctan () =5
x
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